
第五章 匹配与网络流Ⅱ

计算机系网络所：张小平



主要内容

• 5.1 二分图的最大匹配

• 5.2 完全匹配

• 5.3 最佳匹配及其算法

• 5.4 最大基数匹配

• 5.5 网络流图

• 5.6 Ford-Fulkerson最大流标号算法

• 5.7 最大流的Edmonds-Karp算法

• 5.8 最小费用流



网络流图

• 网络流问题：

– 网络流理论主要用于解决一个传输网络中的运

载容量与运载流量之间的关系。

– 目的在于追求一个最大和最佳的运输方案



网络流图
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例：城市间公路网建设



网络流图

• 定义5.5.1 一个运输网络𝑁（或称网络流图）

是一个没有自环的有向连通图。它满足：

– 只有一个正度为零的结点 t ，称为汇

– 只有一个负度为零的结点 s ，称为源

– 每条边 都有一个非负实数权 ，称为该边

的容量。如果结点 i 到结点 j 没有边，则
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例：

如右图，就是一个网络流图

此类网络可以看作是某种产品
从产地 s 通过不同的道路到达销地 t ，
边的容量可以表示该边可以通过的量，
也可以表示通过该边运输所需要的代价等
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网络流图

• 在网络流图𝑁中，如果每条边𝑒𝑖𝑗都给定一个

非负实数𝑓𝑖𝑗（称其为边流量），满足

那么就把这一组𝑓𝑖𝑗叫做该网络的允许流，𝑤

称为它的流量。
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网络流图

• 在网络流图N的一个允许流分布 f 里，满足

𝑓𝑖𝑗 = 𝑐𝑖𝑗的边称为饱和边，否则就是非饱和边

• 如果一个允许流分布使得网络的流量 为

极大，即

就说 是网络的最大流
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网络流图

• 定义5.5.2 设𝑆是网络流图𝑁 = (𝑉, 𝐸)中的一个结点

集，满足

则全部有向边 𝑖, 𝑗 , 𝑖 ∈ 𝑆, 𝑗 ∈ 𝑆的集合称为𝑁的一个

割切，记为 𝑆, 𝑆 ， 𝑆, 𝑆 中各边的容量之和称为该

割切的容量，记为𝐶 𝑆, 𝑆 ，即
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网络流图

• 定理5.5.1 网络的最大流量小于等于最小的

割切容量，即

证明：

– 设 f 是给定网络的任一允许流分布，则满足
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网络流图

– 任给一个割切(𝑆, 𝑆)，满足𝑠 ∈ 𝑆, 𝑡 ∈ 𝑆 ，由(1)(2)

式可知，流量从源𝑠发出后，将不会凭空衰减

或消失，保持守恒，即对于一个包含源 s 的任

一集合，其整体对外注出的流量将等同于𝑤，

即
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网络流图

故

由于允许流分布与割切的任意性，定理得证！
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网络流图

• 定理5.5.1 网络的最大流量小于等于最小的

割切容量，即
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网络流图

思考：

– 如果网络的允许流并不是最大流，就一定存在

从 s 到 t 的增流路径。

– 如何找到增流路径？

– 首先我们需要认识什么样的路径是增流路径！
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为标识清晰，后面用二元组(a,b)表示每条边当前的流量状态，
a表示该边的容量，b表示当前的流量，即： ，ijca =

ijfb =

1i
2i

ki

s

t

1sif 21iif
tik

f

1sic 21iic
tik

c

)3,5( )2,5(
)1,4(

s

t
1i

2i
ki



网络流图

思考：

– 从 s 到 t 的所有由向前边组成的路径有可能成为

增流路径

– 如果从 s 到 t 的路径夹杂着向后边，是否有可能

成为增流路径？



假如每条向前边上都有 ，则令 ，

假如每条向后边上都有 ，则令 ，

令 ，则路径中的流量可增加δ，

结果仍然是网络的允许流分布，但是流量增加了δ

ijij cf  ( )ijij
Pe

fc
stij

−=


min1

1i
2i

4i
3i

s

t(𝟓, 𝟏)
)1,2( )2,6( )1,4( )2,5(

＋1
－1 ＋1

＋1

＋1

0ijf
ijfmin2 =

( )21,min  =

网络流图中只有这两种类型的增流路径！

思考：网络流图中还有其他什么类型的增流路径？



网络流图

直观表述：

– 如果从 s 出发，沿途的向前边都不饱和，直到t

都是如此，那么该路径一定可增流。

– 如果从 s 出发，沿途向前边不饱和，向后边流

量大于零，直到 t 都是如此，那么该路径一定

可以增流



网络流图

• 思考：

– 网络流图中，通过不断的增流，可以达到最大

流量。

– 那么，最大流量究竟是多少？



网络流图

• 定理5.5.1 网络的最大流量小于等于最小的

割切容量，即
),(min)max( SSCw 



网络流图

• 定理5.5.2 网络流图N中，其最大流量等于其

最小割切的容量，即

证明：

– 设网络中已经存在一个最大的允许流 f

– 定义一个割切 如下：

1. 

2.   若 ， 是向前边且 ，则

若 ， 是向后边且 ，则
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– 在此方法下，一定会有 ，否则从s到t将存

在一条增流路径，与f是最大允许流分布矛盾

– 故 。

– 据该割切的定义方法，对于任意跨于S和 的

边 ： 若 是向前边，必定有

若 是向后边，必定有

– 此时流量为最大流量w，且满足

– 又根据定理5.5.1 

– 故
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网络流图

• 定理5.5.2 网络流图N中，其最大流量等于其

最小割切的容量，即
),(min)max( SSCw =



网络流图

思考：

– 如何确定一个网络流图的最大流？

– 不断寻找增流路径！

– 定理5.5.2的证明过程，实质上给出了一个寻找

增流路径的方法



主要内容

• 5.1 二分图的最大匹配

• 5.2 完全匹配

• 5.3 最佳匹配及其算法

• 5.4 最大基数匹配

• 5.5 网络流图

• 5.6 Ford-Fulkerson最大流标号算法

• 5.7 最大流的Edmonds-Karp算法

• 5.8 最小费用流



Ford-Fulkerson最大流标号算法

• Ford和Fulkerson最先给出了计算运输网络最

大流量的标号算法，该算法就是以定理5.5.2

证明中给出的方法为基础，包含了两个过

程：

– 标号过程

– 增流过程

– 算法不断循环进行这两个过程，直到不存在增

流路径为止。



Ford-Fulkerson最大流标号算法

• 标号过程：

– 对图中每个结点都进行二元组标号 ，其中，

v表示标号从哪个结点来，δ表示可增流的量，

“±”上标表示正向流还是反向流

–源结点 s 给定标号为

–若 ，且 ，则标号方向为正，v

得到标号 ，其中

–若 ，且 ，则标号方向为负，v

得到标号 ，其中
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一次标号过程以标到t为终结条件



Ford-Fulkerson最大流标号算法

• 增流过程：

– 对每条边都用二元组 标记，分别表示该边

的容量和实际流量

– 在标号过程中，如果 t 得到了标号，则意味着

图中存在增流路径，并可增流 。

– 将增流路径上的边标记进行修改，得到新的允

许流分布 ，完成增流
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第三轮标号及增流过程结束，此时w＝5
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Ford-Fulkerson最大流标号算法描述：
1. 任选一允许流分布f（一般为零流量）

标号过程：

2. 给 s 标号为

3. 若存在一个未标结点v，可通过正、反向标号得到标号，

标之并转4，否则转7（算法结束）

4. 若v＝t，转5，否则转3

增流过程：

5. 设v的标号是 ，

1. 若 ，则令

2. 若 ，则令

6. 若u＝s，删去全部标号并转2，否则令v＝u，转5

7. 结束

),( −

( )vvd ,
+= udv

−= udv

( ) ( ) tvufvuf += ,,

( ) ( ) tuvfuvf −= ,,



Ford-Fulkerson最大流标号算法

• 思考：

– Ford-Fulkerson算法的复杂度如何？

• 寻找增流路径

s  →  t   标号过程（随机标号）

最多经过n-1 次标号标到 t 结点

• 修改流量分布

最多m次流量值修改

• 循环往复，直至无法找到增流路径。

• 循环次数？
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第2次增流！
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第6次增流！完成！



Ford-Fulkerson最大流标号算法

• Ford-Fulkerson算法复杂度

– 和网络规模关系不确定

– 和边容量参数有一定关系

– 在特定情况下，边容量参数为无理数时，算法

需要进行无数次增流过程



主要内容

• 5.1 二分图的最大匹配

• 5.2 完全匹配

• 5.3 最佳匹配及其算法

• 5.4 最大基数匹配

• 5.5 网络流图

• 5.6 Ford-Fulkerson最大流标号算法

• 5.7 最大流的Edmonds-Karp算法

• 5.8 最小费用流



最大流的Edmonds-Karp算法

• Edmonds-Karp算法思想：

– 增流与标号思想基本等同于F-F算法

– 每次沿最短路增流

– 最短路径：广探法（宽度优先搜索）



Ford-Fulkerson最大流标号算法描述：
1. 任选一允许流分布f（一般为零流量）

标号过程：

2. 给 s 标号为

3. 若存在一个未标结点v，可通过正、反向标号得到标号，

标之并转4，否则转7（算法结束）

4. 若v＝t，转5，否则转3

增流过程：

5. 设v的标号是 ，

1. 若 ，则令

2. 若 ，则令

6. 若u＝s，删去全部标号并转2，否则令v＝u，转5

7. 结束

),( −
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( ) ( ) tvufvuf += ,,

( ) ( ) tuvfuvf −= ,,



Edmonds-Karp最大流标号算法描述：
1. 任选一允许流分布f（一般为零流量）

标号过程：

2. 给 s 标号为

3. 按照先标号先检查的原则，选择最早标号但尚未检查的
结点u，检查其所有未标号的邻结点v，标之并转4，如果
所有结点都已经检查，则转7（算法结束）

4. 若t 得到了标号，则令v＝t，转5，否则转3

增流过程：

5. 设v的标号是 ，

1. 若 ，则令

2. 若 ，则令

6. 若u＝s，删去全部标号并转2，否则令v＝u，转5

7. 结束

),( −

( )vvd ,
+= udv

−= udv

( ) ( ) tvufvuf += ,,

( ) ( ) tuvfuvf −= ,,
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最大流的Edmonds-Karp算法

• 思考：

– Edmonds-Karp算法的复杂度如何？

• 寻找增流路径

s  →  t   标号过程（广探法）

最多经过n-1 次标号标到 t 结点

• 修改流量分布

最多m次流量值修改

• 循环往复，直至无法找到增流路径。

• 循环次数？ → 增流路径条数



最大流的Edmonds-Karp算法

• 定理5.7.1 如果在Edmonds-Karp标号算法中，

每条增流路径都是当前最短的增流路，则

网络中的增流路不超过 Τ𝑚 𝑛 + 2 2条



路径 是一条增流路径，其流量增幅为δ，此时必定有

边 满足

此时，称边 为该路径的瓶颈。

stP
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ie
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设 f 是网络N中的允许流分布
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为向前边

为向后边



最大流的Edmonds-Karp算法

• 设标号法从网络 𝑁 的初始流分布 𝑓0 开始，依据

Edmonds-Karp算法依次构造网络 𝑁 的允许流 𝑓1，

𝑓2，…

• 令𝜆𝑖 𝑢, 𝑣 表示在允许流 𝑓𝑖 分布下，从结点𝑢到结

点𝑣的最短非饱和路径长度



最大流的Edmonds-Karp算法

• 引理5.7.1 对每个结点𝑣及每个𝑘 = 0,1,2, …

(1)

(2)

( ) ( )vsvs kk ,, 1+ 

( ) ( )tvtv kk ,, 1+ 



最大流的Edmonds-Karp算法

• 引理5.7.2  若𝑘 < 𝑝，且向前 (后) 边 𝑒 是从 𝑓𝑘 变为

𝑓𝑘+1 的瓶颈，同时也是从 𝑓𝑝 变为 𝑓𝑝+1的瓶颈，则

一定存在 𝑙，满足𝑘 < 𝑙 < 𝑝，并且边 𝑒 为从 𝑓𝑙 到

𝑓𝑙+1 时增流路中的边，且在增流路中一定是向后

(前) 边



最大流的Edmonds-Karp算法

• 引理5.7.3  在采用先标号先检查原则求网络的最大

流时，如果边𝑒是从 𝑓𝑘 到 𝑓𝑘+1时增流路中的一条

向前 (后) 边，后来又是从 𝑓𝑙 到 𝑓𝑙+1时增流路的一

条向后 (前) 边 𝑘 < 𝑙 ，则有

( ) ( ) 2,, + tsts kl 



最大流的Edmonds-Karp算法

• 定理5.7.1 如果在Edmonds-Karp标号算法中，每条增

流路径都是当前最短的增流路，则网络中的增流

路不超过 Τ𝑚 𝑛 + 2 2 条

证明：

– 设边𝑒的方向都是从 𝑢 到 𝑣，一个允许流分布的

序列为𝑓𝑘1 , 𝑓𝑘2 , . . .，其中𝑘1 < 𝑘2 < ⋯，而且边𝑒

在𝑓𝑘𝑖中是向前边瓶颈。



最大流的Edmonds-Karp算法

– 由引理5.7.2可以断定，存在另一个序列 𝑙1, 𝑙2, . . . ，

满足𝑘1 < 𝑙1 < 𝑘2 < 𝑙2⋯，且e 在𝑓𝑙𝑖 中为向后边

– 由引理5.7.3    

同时

( ) ( )tsts liki ,2,  +

( ) ( )( )tsts ikli ,2, 1++ 



最大流的Edmonds-Karp算法

– 因此

– 由于 ，

– 所以

– 即e 作为向前边最多能够充当瓶颈(𝑛 + 2)/4次，

类似 可作为向后边最多能够充当瓶颈(𝑛 + 2)/4次

– 由于网络中有𝑚条边，故得证！

( ) ( ) ( )tsjts kjk ,14,1  −+

( ) 1, − ntskj ( ) 1,1 tsk

4

2+


n
j



最大流的Edmonds-Karp算法

• 定理5.7.1 如果在Edmonds-Karp标号算法中，

每条增流路径都是当前最短的增流路，则

网络中的增流路不超过 Τ𝑚 𝑛 + 2 2条



主要内容－总结

• 5.1 二分图的最大匹配

• 5.2 完全匹配

• 5.3 最佳匹配及其算法

• 5.4 最大基数匹配

• 5.5 网络流图

• 5.6 Ford-Fulkerson最大流标号算法

• 5.7 最大流的Edmonds-Karp算法

• 5.8 最小费用流



思考

• 最大匹配问题和最大流问题有什么关系？



练习题

某地区的道路分布如图所示，其中节点𝑣1⋯𝑣9表示各个区域，边表示单

向道路。现在A市的𝑣1和𝑣2地区爆发了一种传染性极强的疫情。为了阻止

疫情传播到A市以外的节点𝑣8和𝑣9，造成更大影响，可以考虑实行交通管

制。如下图，如果对道路进行交通管制（代价为对应边的权值），来阻

断病毒沿这条道路传播。请设计一种阻断疫情传播的最小代价方案。请

给出管制的道路集合以及总代价。



作业

• 课后 1 、3

• 选做：4，8

• 下次课（5月12日）：习题课
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